Capitulo 1

Esquema de diferencasfinitas e a equacao do Oscilador Harménico

Embora a maior parte dos Modelos Atmosféricos (MA) sgja resolvida por uma série
de equacdes diferencias parciais (EDP), em algumas formulagdes, a solugdo numérica
de equactes diferencias ordinarias (EDO) é uma importante parte do procedimento
computacional. Por exemplo, em modelos espectrais as EDP governantes podem ser
reduzidas a uma série de EDO, pela expansdo dos coeficientes em varidveis
dependentes. A série de EDO pode também ser obtida se um método Lagrangiano for
usado (em que os pontos computacionais movem-se com um fluido).

Primeiramente serdo definidos alguns esquemas norma mente utilizados e, a seguir,
serd investigada a solugdo numérica, quando esses esquemas, sdo aplicados em uma

EDO (no caso, sera exemplificado com a equacéo do oscilador harmdnico).

1. Definicdo de alguns esquemas

Esgquemas usados para termos com derivadas temporais, dentro de equaches
primitivas, sdo relativamente simples, usuamente de segunda, e as vezes, de primeira
ordem de precisdo. Existem algumas razdes para isso:

a) O senso geral mostra que, a construgdo de esguemas que tem alta precisdo ndo sdo
muito bem sucedidos quando s&o utilizados para resolver EDO. No entanto, isto esta em
contraste com a experiéncia, quando esguemas de alta precisdo usados para resolver
EDO, como o método de Runge-Kutta (ver apéndice), podem ser extremamente bem
sucedidos. Existe uma razéo basica para essa diferenca. Em EDO, a equacdo e as
condigdes iniciais sGo simples, 0 que requer uma solugdo exata, e deste modo o erro da
solugdo numérica é apenas devido a escolha inadequada do esquema. Com as EDP, o
erro da solucdo numérica € devido tanto a escolha inadequada do esquema quanto de

informages insuficientes sobre as condigdes iniciais.
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b) Outra raz&o para nd0 Se usar esquemas de alta precisdo para aproximagdes de
derivadas temporais é devido ao “time step” pequeno requerido, para manter a
estabilidade, o que pode ocasionar outros erros, por exemplo, na diferenciacéo espacial,
que sdo muito maiores que os devido a diferenciacdo temporal. Deste modo o esforgo
computacional € melhor gasto em reduzir esses e outros erros, do que em aumentar a
acurécia da diferenciagdo temporal. Para definir alguns esquemas, serd considerada a
seguinte equacao:
dd—LtJ =f(U,1), U=U(t) (1.1)
sendo avariavel independente t o tempo.
Dividindo o eixo do tempo em segmentos de igual comprimento (figura 1), sera
denotado por U™ o valor aproximado de U no tempo nAt e considerado que os valores
u®, U™, . sdo conhecidos. A seguir, serd construido um esquema computacional para

o calculo aproximado do valor de U™, Existem algumas possibilidades:

0 MIMIMIMIMIMIMIMIMIMI .

N T
1 | + + t
c = L

Figural

A) Esquema de 2 nivels. esses esgquemas relacionam valores de variaveis dependentes
em dois niveis de tempo: n e n +1. Somente 0 esquema de dois niveis pode ser usado
para avangar a integracdo no primeiro passo de tempo, quando a condicdo inicial é

avaliada. Cada um dos esguemas sera aproximado para aformula exata:

(n+1)At
U =u®™+ [f(U,t)dt (1.2)

nat
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Primeiramente, serdo listados esquemas que ndo usam um procedimento iterativo:
A1) Esquemade Euler (ou avancado):

U®™d=y®+Atfo (13)

sendo:
fO=f(U®, nAt)

O erro de truncamento desse esquema € o de primeira ordem, representado por O (A t).
Para o integrando em (1.2) toma-se como vaor constante, aguele dado pelo limite
inferior do intervalo temporal. Deste modo, f em (1.3) € nédo centrado no tempo, e 0
esguema € dito “nao — centrado.” Em geral, esquemas ndo centrados apresentam
primeira ordem de precisdo, e esquemas centrados simples apresentam segunda ordem
de precisdo.

A?2) Esquema atrasado:

Sera considerado agora, como valor constante de f, o limite superior do intervalo
temporal, obtendo-se entéo:

U =uy®+agf ™ (1.4)

Se, como aqui, o valor de f dependente de U ™" aparecer na equacdo diferencial, o
esquema € chamado implicito. Para uma EDO, isso pode ser simplesmente resolvido
com uma equacgo diferencial para um dado valor de U ™. Mas para uma EDP, isto
pode requerer resolver uma série de equacfes simulténeas, com uma equacdo para cada
ponto de grade da “regido computaciona”. Se o valor de f dependente de U ™% nao
aparecer na equacao diferencial, o esquema é chamado explicito. O erro de truncamento
de (1.4) é0(At).

A3) Esquema trapezoidal:
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Aproximando f em (1.2) por uma meédia de valores do inicio e fim do intervalo

temporal, obtém-se 0 esquema trapezoidal:
1

U =u® ZA(f ™ + £ 15

> ) 9

Esse também é um esquemaimplicito, mas o erro de truncamento é O[(At)4].
Para aumentar a precisdo, ou por outras razdes, pode-se também construir esquemas
iterativos. Dois esquemas que serdo definidos sdo construidos do mesmo jeito que (1.4)

e (1.5), exceto gque o procedimento iterativo € usado paratornar o esquema explicito.

A4) Esquema de Matsuno (ou Euler — atrasado):

Com esse esquema 0 passo no tempo é feito primeiro usando o esquema de Euler; o
valor de U obtido para o tempo n+1 é entdo usado para aproximar f ™%, e esse valor
aproximado f ™Y é usado para fazer o passo atrasado, assim:

U =y ® At £ O

uD=y® 4+ At O (1.6)
sendo:

f O = £ U™D” (n+1) At).

Esse € um esquema explicito, de primeira ordem de precisao.

A5) EsquemadeHeun:

Aqui, da mesma maneira, uma aproximagdo € construida para um esguema

trapezoidal:
UMD =y® yap f O,
U =y (s vpe) @)

Deste modo, este também é um esguema explicito, no entanto, de segunda ordem de

preci sao.
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B) Esquema de 3 niveis: Exceto no primeiro passo, pode-se armazenar o valor de U™
e construir esquemas tendo a vantagem dessa informagao adicional. Esses sdo esgquemas

detrés niveis, e podem ser aproximados pelaformula:

(n+1)At
UMD =y + [ f(U,t)dt (1.8)

(n-1)At

ou se pode usar o valor adicional U ™Y paramelhorar a aproximacéo de f em (1.2).
B1) Esquema L eapfrog:

Uma maneira simples de fazer uma avaliacéo da integral em (1.8) € tomar um valor
constante para f, como sendo igual a média do intervalo 2At:

uMD=y®D oAt £ O (1.9)

O erro de truncamento é O[(At)?]. Este &, provavelmente, o esquema mais usado em

model os atmosféricos, e também é chamado “relaco de meio ponto” ou “step—over”.

B2) Esquema Adams - Bashforth:

O esguema que € usuamente chamado de Adams — Bashforth nas ciéncias
atmosféricas, € de fato, uma versdo simplificada do esgquema origina de Adams —
Bashforth, de quarta ordem de precisdo. A versdo simplificada é obtida quando f em
(1.2) é aproximado por um valor obtido do centro do intervalo At, por uma extrapol acéo

linear, usando valores f ™Y e f ™ dando:
ur =gy +At(§f(”) —%f‘”‘”) (1.10)

esse também é um esguema de segunda ordem.

2. Propriedades de esquemas aplicados a Equacéo do Oscilador

A estabilidade e outras importantes propriedades da equacéo diferencial temporal
definidas na se¢do 1, dependem daformadafungdo f (U,t). Desta maneira, para discutir
essas propriedades, deve-se reescrever essa fungdo. Para aplicagbes em ciéncias

atmosféricas, € interessante considerar um caso em particular:
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f =iwU,
e a equacao:

dU =iwU, U=(t) 2.1)
dt

A equacdo (2.1) € chamada “Equacéo do Oscilador”. Como U é considerado complexo,
entdo (2.1) é representado por um sistema de duas equactes; o parametro w € red e, é
chamado freguéncia.
Como exempl o, pode-se tomar o componente harménico

u(x,t) = Refu(t) e ™,
que é a solucdo da equacdo de onda linear

du+cou=0, comc=cte.
ot )4

contanto que:

du +iKcU=0
dt

Essa EDO reduz-se a (2.1) substituindo w = -Kc.
Um outro exemplo simples que pode ser considerado sdo os termos de aceleracéo e

Coriolis da componente horizontal da equacéo de movimento da atmosfera, isto &

du=fv e
dt

dv=-fu;
dt

Definindo:
U= utiv
Pode-se reescrever essas duas equagdes como:

du =fUi
dt

essa também reduz-se a (2.1), se substituir w= - f.
Desde que esses sd0 0s mais importantes tipos de movimento de onda, esperar-se
que os resultados obtidos do estudo de (2.1) possam ser mais gerais.
A solucdo geral de (2.1) &
U(t) = U(0) €
Ou paravalores discretos (t = nAt),

U(nAt) = U(0) € (2.2)
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Desta maneira, considerando a equagdo em um plano complexo, esse argumento de
rotacdo dado por wAt em cada passo de tempo A t, ndo atera a amplitude. As
propriedades de varios esquemas, quando aplicados a (2.1) seréo analisadas usando o
método de Von Neumann. Esse método, como sera visto, envolve a definicdo da

varidvel A dada por:

U= y® (2.3)
e definindo A

A=]|e® (2.4)
e a solucdo numeérica, pode formalmente ser escrita como:

u® =|A\|u@eim® (2.5)

Sendo que, 6 representa a mudanca em argumento (ou mudanca de fase) da solucéo
numérica de cada passo de tempo. Como sabe-se que a amplitude da solucéo verdadeira
ndo muda, considera-se |]\| < 1 para a estabilidade.

Considerando isso e a equagdo (2.5) tem-se 0 seguinte esquema:

Instével, se A >1
Neutro, se Al =1
Dissipativo, se [\l <1

E também necessario comparar a mudanca de fase da solugdo numérica para cada
passo de tempo, 8 , considerando a solucéo verdadeira, w At. A raz&o dessa mudancga,
0/(wAt), é a mudanca de fase relativa da solugdo numeérica. Obviamente, se pode chegar

a0 seguinte esquema:

Acelerado, se 0/(wit)>1
N&o altera a velocidade de fase 0/(wAt) =1
Desacelerado , se 0/(wit) <1

Considerando a precisdo, consequentemente, € desgjavel ter ambos, o fator de
amplificacdo e a velocidade de fase relativa, unidos. Excecdo para isso, Sd0 0S
chamados “modos computacionals’, que podem aparecer como solugbes falsas
superpostas a solucgdo fisica. Essas solucfes, que ndo aparecem como verdadeiras, nos
passos de tempo e espaco, aproximam-se de zero. Se cada solucéo existente tiver, cada

uma, outro valor de fator de amplificacéo (desde que eles ndo se aproximem da solucéo
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verdadeira), é desgjavel amplitudes menores possivel, ou sga, fator de amplificagdo

menor que 1.

A seguir, serdo discutidas as propriedades dos esquemas apresentados na secéo

anterior:

Esguemas de dois niveis:

Os trés esquemas de dois niveis podem ser descritos como uma equacdo simples de
diferengas finitas:
UrD=u® +at@ @ + D) (2.6)
que requer a equagao de consisténcia:
a+B=1

Obviamente, a = 1 e B = 0 para 0 esquema de Euler, a = 0 e B = 1 para 0 esquema
arasadoea = %eB = %parao esguema trapezoidal.

Aplicando-se na equagéo do oscilador, tem-se:

UMY =u®+jwt@u®+pu™) (2.7)
Para avaliar o valor de A é necessario resolver a equacdo para U ™? | definindo
entdo:
p=wAt (2.8
obtendo:
UM =1+apu® (2.9)
1-iBp
Deste modo,
A=1l+iap
1-iBp
ou,

A=_1_ (LaBp’+ip)
1'i BZ p2
Substituindo a e 3 pode-se investigar os efeitos dos esgquemas em particular:

Para o esquema de Euler tem-se:
A=1+ip (2.11)
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Para o esquema atrasado:

A=_1 (1+ip) (2.12)
1+ p?
Para 0 esquema trapezoidal:
A=— T+ a-tpaip (2.13)
1+ 1 2 4
Zp

Para testar a estabilidade é necessario conhecer o |A|, desde que o médulo da razéo
dos dois numeros complexos sgja igual a razéo dos dois modulos, obtém-se o valor de
|A| diretamente de (2.10).

Para 0 esquema de Euler:
A= (1+p%) "2 (2.14)
e deste modo o esquema de Euler é sempre instavel. E interessante notar que, se At é

escolhido paratornar p relativamente pegueno, tem-se:
1
m=h§&+m (2.15)

Isto mostraque, A| = 1 + O[(At)?], isto & |A| -1 é amenor ordem de magnitude permitida
pela condicdo de Von Neumann, para a estabilidade. Todavia, a experiéncia mostra que
0 uso indiscriminado da equacdo de Euler para a solucéo de equagdes atmosféricas
conduz a amplificagdo numataxa inaceitavel.

Para 0 esgquema atrasado tem-se:

A= (1+p9)™? (2.16)

e deste modo o esquema de Backward é estavel, para qualquer At. Ou sgja, esse € um
esguema incondicionalmente estavel.

Para 0 esquema trapezoidal :

Al=1 (2.17)
que é considerado um esquema neutro. A amplitude da solu¢do numérica permanece
constante, tendo, entdo, solugdo igual a solucdo analitica.

Os esquemas de dois niveis podem ser descritos como uma equacdo simples (como
2.6), e deste modo:
um =y® At §O
UM=u®+at(f @+pf (2.18)
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a+B=1
1 1
agora, o =0 e =1, para 0 esquema de Matsuno, e a = EeB = Eparao esguema de

Heun.
Aplicando para a equagéo do oscilador (2.8):

U =u® +ieatu®

UM =y® +iwAt (@u® +pu™) (2.19)
eliminando U™?Y" | e usando (2.8), obtém-se:

U = (1-pp’ +ip U
e deste modo,

A=1-Bp*+ip? (2.20)
Substituindo os valores apropriados de [3 obtém-se os valores de A para os dois
esquemas:

Para 0 esquema de Matsuno:

A=1-p*+ip (2.21)
Para 0 esquema de Heun:
A=1 —% p*+ip (2.22)
Paratestar a estabilidade € avaliado |A|.
Para o esquema de Matsuno:
= (1-p*+p)* (2.23)

entdo, esguema de Matsuno é estavel se |p| <1, em outras palavras, At tem que ser
suficientemente pequeno para que:

At <1/ |o| (2.24)
O esquema de Matsuno deste modo, é condicional mente estavel.
Para 0 esquema de Heun (2.22) d&a

1
=2+ p Hyz (2.25)

que é maior que a unidade, e entdo esse esquema é instavel, como o de Euler. Para p

pequeno tem-se:

N =1+ %p4+.... (2.26)
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queé \|=1+0[(At)Y]. Estainstabilidade é muito fraca
E também interessante considerar a mudanca de fase por unidade de passo de

tempo,0, e amudanca de fase relativa por passo de tempo, 6/wAt .

Usando a notag&o:
A=SAe+iAim (2.27)
e usando (2.4):
B=actan A in/A e (2.28)
ou
B/p=Uparctan A im/A re (2.29)
Para 0s esquemas de Euler e atrasado, usando (2.11) e (2.12) obtém-se:
B/p=1pactanp (2.30)

Desde que o lado direito seja menor que a unidade, vé-se que os dois esquemas estéo
desacelerando. Parap=1, tém-se 6 /p = 1t /4.
Em outros casos, 0 efeito ndo é tdo obvio. Para o esquema de Matsuno, por ex, (2.21)
tém-se:

0 /p = Up arc tan (p/1-p?) (2.31)

E aqui ndo é obvio que o lado direito € maior ou menor que a unidade.

B) Esquema de 3 niveis. Considerando o esquema Leapfrog (1.9) aplicado a equacéo

do oscilador sem tem:

umD=y®+i2au® (2.32)
De acordo com (2.3) tem-se:
U= pAy®d ym=)2ycd (2.33)
Quando essas rel agdes sdo substituidas em (2.32) obtém-se:
AN —2ipA-1=0

a equacdo de segundo grau paraA tem as seguintes sol ugoes:
A =(1-p) +ipeds=- (1-p)2 +ip (2.34)
desde modo, sdo duas solucdes daformau ™ =A u®
Seasolucio UM™Y=\ U® representar a aproximacao da solucdo verdadeira, entdo

A -1 quando At - 0. Para os valores em (2.34) , quando p= wAt -0, A; - 1. Todavia,
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a0 mesmo tempo A, --1. Portanto, solugbes associadas com A; sd0 usualmente
chamadas modos fisicos, porgque resolvem equagdes que descrevem processos fisicos.
Solucdes associadas com A, ndo sdo aproximagdes da solucdo verdadeira e sdo
chamadas modos computacionais.

O problema com esguemas com trés ou mais nivels é que esses requerem mais de
uma condicdo inicial parainiciar os calculos. Nesse caso, uma simples condicéo inicial
fisica (U®) pode ndo ser suficiente. Entdo, além da condico fisicainicial, esquema de
trés niveis requerem uma condicdo inicial computacional (U'Y). Esse valor ndo pode ser
calculado por um esguema de trés niveis, e pode, todavia, ser calculado usando um

esguema de dois nivels.

Para clarificar esta situagcdo pode se considerar 0 caso em que w=0, que resulta na

equacao:

du =0 (2.35)
dt
sendo a solucéo verdadeira
U= constante (2.36)
Aplicando ao esquema Leapfrog a (2.35) , tem-se:
yrd=yed (2.37)

Paraa condicéo fisicainicial U, consideram-se duas escolhas de U™,
a) Suponhao céculo de UY feito para dar a soluczo verdadeira U©, em (2.37) tem-se
entdo:
U (n+1) _ U (n) ,
Ou, desde que p=0
U (n+1) AU (n)

Deste modo, a solugdo numérica € igual a solucéo verdadeira (2.36) e consiste no modo
fisico.
b) Supondo o calculo de U sendo U = - U, obtendo ent&o para qualquer n:

U(n+1) =-U (n) . ou

U (1) — 52 U ()

gue consiste no modo computacional.
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Em gera, desde que (2.31) € uma equagdo linear, sua solucdo sempre € uma
combinagdo das duas solugoes:

U™ = A, U, @

U™ = A0 U0,
gue pode ser escrita como:

U® =an®u@+ b " U, (2.39)
onde a e b sdo constantes. Essa solugdo satisfaz a condicdo inicia do modo
computacional efisico, ou sgja:

U@ = aU]_(O) +b Uz(o),
U® =an U@ + b, U0
Essas equagBes podem ser resolvidas para aU;? e b U,?, e os resultados substituidos
em (2.38) e desta maneira as amplitudes dos modos fisico e computacional sdo
proporcionais, ou sgja:
UD \, U e [UD A, U,

Para analisar a estabilidade em vista de (2.38), € conveniente considerar trés casos
em especial.

1) |pl<1. Em (2.34) 1-p? é positivo, e obtém-se:

A=Azl =1 (2.40)
Deste modo, ambos os modos sdo estaveis e neutros. Para a mudanca de fase, usando
(2.28):

0,= arc tan (p/(1-p?)"?)
0,= arc tan (-p/(1-p?)*?) (2.41)

Neste ponto, € interessante considerar 8 como fungdo de p, especialmente quando
p - 0.

Inicialmente, considera-se o caso de p> 0. Desde que ambos os modos A i, = |A| Sen = p,
tem-se que 0 < B < 1t Considerando os sinais de A, encontrase 0< 0; < W2 e12< 6, <
TL Para ilustrar esse resultado, as mudancas de fase (2.41) serdo apresentadas na figura
2.
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M|::]

B> = arc tan (x)

B4=arctanx

Figura 2

Pode-se ver, que, paratodos os valores de p 6, = Tt- 8; , e especificamente, quando
p -0 06, - p, entdo B, -~ 1 - p. Deste modo, para pequenos At 0 modo fisico se
aproxima da solucéo verdadeira, e 0 modo computacional é completamente diferente.

Para o caso de p<0, obtém-se 0, = - TT- 0;.

2) |p| =1. Limitando-se ao caso de |p|<1. Em (2.34) osvalores de A séoiguais:
A=A =ip.
M1l =2 = 1. (2.42)
Deste modo, ambos 0os modos s&o neutros.
3) |pl>1. Em (2.34) ambos os vaores de A tem somente parte imaginéria:
A= i(pH(P*-D)"™?)
Ao=i(p-(p*-1)"?)
onde as expressdes em parénteses sdo reais, e desta maneira:
M= [(p+(p*-1) )]
Pal= [(p-(*- 1))
Entdo, para p >1 tém-se |\;] >1, e para |p| < -1 tém-se |]\;| >1. Logo, para [p>1 o
esquema Leapfrog é instavel.
Finalmente, considerando a estabilidade para o esquema Adams Bashforth (1.10) e
aplicando a equacado do oscilador, tém-se:

i ' 3 1
UMD =y ® i oAt (Eu(n) - EU(n D) (2.43)

E substituindo as relacdes em (2.33):

3 1
AM—A+i—p)A+i=p=0
>—( 2p) 2p
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que, naturalmente, nos leva a duas solugdes:

A= % (1+] §p+(1—3p2>+ip)”2

- % (1+ igp (A—p?) +ip)”? (2.44)

Deste modo, quando p -0, A1 -1 eA,=0, easolugdo associadaaA; representa 0 modo

fisico enquanto que a solucdo associadaa A, representa o modo computacional.

3. Propriedades de esquemas aplicados a Equacéo de friccao

Pode-se considerar também, as propriedades dos esguemas definidos no item 1

quando aplicadas a equagéo de friccao:

aa_LtJ:-Ku , U=U(t) ek>0. (3.1)

sendo K o coeficiente de difusdo.
Se definir U= u + iv, ele descreve o efeito de friccdo proporcional ao vetor
velocidade, tal como muitas é vezes assumido em movimentos préximos a superficie.

Como outro exemplo, tém-se a equacéo de transferéncia de calor:

ou v’
a9z 070

e naforma de um simples componente harmonico:
u(x,t) = Re [U(t) e,

obtendo:

ou )
P ok“U,

que é equivalente a (3.1) se substituir k = o k.

A solucdo geral de (3.1) &

U(t) =U(0) e (3.2)
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Deste modo, tanto a parte rea quanto a parte imaginaria de U decrescem
exponencialmente com o tempo.

As propriedades dos esquemas aplicados a (3.1) podem novamente ser analisadas
usando o Método de Von Neumann. Considerando primeiro, esquemas de dois niveis

nado-iterativos (2.6) e aplicando a equacéo de fricgdo, vem que:
U =y @u®+put™) (3.3)

ondeK =k At.

rearranjando os termos em (3.3), obtém-se:

T 1-aK

um, (3.5)

Para 0 esquema de Euler, a =1 e B = 0, e deste modo em (3.5) observa-se que 0

esquemade Euler éestével se|1- K|< 1, isto €, se
0<K <2 (3.6)

Deste modo, pode-se notar que o critério de estabilidade de um esquema em
particular ndo tem que ser o mesmo quando aplicado a diferentes equagdes.
Para o esquema atrasado, a =0 e 3 = 1; ele é sempre estavel para K>0.

1 1
Para 0 esquema trapezoidal, o = > ep = 2 e a solucdo, novamente, € estavel se

K >0.

Considerando o esquemaiterativo de dois niveis (2.18) obtém-se:
UMV=@a-k+pBKHU® (3.7)

Logo, tanto o esquema de Matsuno quanto o de Heun sdo estévels para valores
suficientemente pequenos de K.

Considerando o esguema Leapfrog e aplicando a (3.1):
umb=y®l_2at0® (3.8)
E a equacdo para o fator de amplificacéo &
A*=2K\-1=0,

que da as solucgoes.
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)\1:_K +‘V1+K2 (39)
A, =-K —1+K?’ '

sendo K- 0eA; -1eA, - -1, deste modo, a solucdo associada a A; novamente
representa 0 modo fisico e\, 0 modo computacional. ParaK>0, isto €, para o caso de
uma integracdo avancada no tempo, tém-se A, < -1, e 0 modo computacional € sempre
instéavel. Ele muda de sinal de um passo de tempo para o outro, e sua magnitude
aumenta. Essa amplificagdo ndo é desprezivel, e 0 esquema Leapfrog ndo € adequado
para umaintegracdo numeérica da equagao de friccao.

Finalmente, para o esquema Adams — Bashforth, vem que:

10 3 / 9 .0
A=—A-—K=+,1-K+-K?0 1
20 2 4O (3.10)

esse esquema é estavel para valores suficientemente pequenos de K.

No apéndice 2 € apresentado um resumo dos varios métodos e suas propriedades.
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Exer cicios:

Os exercicios resolvidos no “excel” apresentam a resolucdo da equacdo do oscilador
para os esguemas de dois niveis: Euler, Trapezoidal, Backward e trés niveis Leapfrog
(nesse caso 0 primeiro passo de tempo € construido usando o esquema Euler de dois
nives).

A equacdo a ser resolvidafoi:

dg .
a '

que, separando em parte real e imaginaria:

dg, _

dg, _
dt - mqr (2)

E necessario resolver as duas equagdes:
Para 0 esquema de Euler e utilizando (2.6) tém-se:
qr (n+1) e qr (n) - At wa (n)

ql (n+l) = ql (n) - At wa’ (n)

Para 0 esquema de atrasado e utilizando (2.6) tém-se:
a"P=(a " -Atwg W)L+ A8 )

G™=(q ™ +Atwg V)L +ACoF)

Para 0 esquema trapezoidal e utilizando (2.6) tém-se:
g™V = (g @ (1 - (a8 o)) - At g )1+ (A «P)/4)

g ™V =(gi @ (124 +Atwg D)L+ (AF GD)4)

Para 0 esquema Leapfrog (2.32) tém-se:
q" = (g "V +24t (wg V)

g™ = (g " +24t (g ™))
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