Capitulo 2

Equacéo de Adveccao em Diferencas Finitas

Nesse capitul o seréo consideradas equactes diferenciais com umavaridvel dependente e
duas ou trés variaveis independentes, isto €, equacdes diferenciais parciais (EDP). Mais
especificamente, serdo consideradas varias formas simplificadas da equagdo da adveccéo,
que descrevem a adveccdo de uma variavel dependente. Essa equacdo € considerada, na
prética, a parte mais importante das equacdes que governam a atmosfera.

A andlise considerara primeiro, problemas associados com uma forma linear
unidimensional da equacgédo da adveccao, e a seguir seréo analisados problemas com formas

mai s complexas da equacdo da adveccao.

1. Esquemas com diferenciacdo espacial centrada de 22 ordem

Primeiro sera considerada a equacao:

ot  ox . (1.1)
Aqui u = u(x,t) é uma funcdo de duas variaveis independentes. a variavel independente x
representa uma variavel de espaco e, deste modo (1.1) pode ser chamada de equacéo da
adveccdo linear unidimensional, que tem a seguinte solucéo:
u=f (x-ct), (1.2
onde f é uma funcdo arbitraria. O nome da “equagdo da advecgdo” foi sugerida por Phillips
(1960).
Se a derivada espacial em (1.1) é aproximada por um quociente de diferengas finitas
centralizado, usando valores dos dois pontos mais préximo, obtém-se a derivada temporal:
ou, _Cuj+1 —u, |

= 1.3
ot 20X (13)
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0 subscrito aqui, como antes, denota a distancia da origem em incrementos de espago; isto
€ X =] AX. Um nUimero de esquemas para encontrar a solucéo numérica de (1.1) pode ser
construido utilizando a derivada temporal em (1.3) por um dos métodos estudados no

capitulo precedente.

1.1 Esquema de Leapfrog

Por exemplo, quando a derivada temporal € aproximada usando o esquema do leapfrog,

obtém-se:
n+l n-1 n n
ui - ug :—cu“l_uj‘l

2t 2AX
como um dos muitos esquemas possivels para a solucdo numericade (1.1).

, (1.4)

As propriedades de esgquemas construidos deste modo podem ser inferidas para estudar
as propriedades de esquemas de diferenciagdo temporal aplicados a equagéo de oscilagéo.
Para ver isto, pode-se substituir dentro de (1.3) uma solucéo tentativa em forma de
componente harmonica simples:

U = Re [U(t) elkjAx ], (1.5)

que apds um rearranjo resulta em:

‘fj—ltJ = i%sen(kAx)@J. (16)

Denotando:
C
w = —sen(kAx), (1.7)
AX

que € equivalente a equacdo de oscilacdo do capitulo anterior. Agora, se (1.6) for
aproximada usando um dos esquemas de diferenciagdo no tempo, a mesma equagéo de
diferencas finitas € obtida ao se aplicar o esquema para (1.3) e substituindo a solucdo de
onda (1.5). Deste modo, propriedades de esquemas de diferenca finitos derivados de (1.3)
podem ser inferidas nos resultados da se¢do 2 do capitulo anterior, onde a freqiiéncia w é
dada por (1.7).

Como um exemplo, se (1.6) € aproximada usando o esquema de |leapfrog, obtém-se:
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U(n+l) — U(n—l) +2i%c%8€ﬂ(kAX)§J(n) . (18)

Usando a notacdo do capitulo anterior, tém-se:

p= —isen(kAx) : (1.9)
AX

Obtém-se a mesma equagao de diferengas finitas (1.8) aplicando o esquema de leapfrog
para (1.3) dando (1.4) e entdo o substituindo (1.5) em (1.4). Deste modo, as propriedades
de (1.4) podem ser inferidas de (1.7) para conhecer as propriedades do esquema de leapfrog
aplicado a equacéo de oscilacéo.

Por exemplo, para 0 caso da estabilidade do esguema leapfrog, é requerido que a

condicdo |p| < 1 sgja satisfeita para todos val ores de w. Portanto,

2 sen(kax)
AX

<1

para qualquer k admissivel. Esse critério, obtido no capitulo anterior, mostra que a
estabilidade ndo é obtida simplesmente reduzindo os incrementos no espaco e no tempo.
Todavia, € necess&rio a reducdo da razdo desses incrementos At/Ax para obter a
estabilidade.

Desde que |sen kAx| ndo alcance o maximo valor da unidade no dominio admissivel de k

obtém-se a condi¢do de igualdade:
s Aot (1.10)
AX

A condicdo (1.10) foi primeiro encontrado por Courant, Friedrichs e Lewy (1928) e,
portanto, € usualmente referida como Courant-Friedrichs-Lewy, ou CFL, critério de
estabilidade.

1.2 Modosfisico e computacional

Pode-se também usar outros resultados da andlise prévia. Sdo dadas duas solucdes para

U (n) , o modo fisico e 0 modo do computacional:

U =\UP,UP =AU (1.11)
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onde A; e A\, s8o dadas no capitulo anterior. No caso estavel, tém-se que p # 0,

A =€°,

O
1-p? % (1.12)

n

Usando (1.5), vé-se que a aproximagdo Yi também tém um modo fisico e um modo
computacional. Para o modo fisico:

Ul ik 'Ax+inm§
n _ (0) kAt
uj =RefU;’e

0
O 1.13
0 0 (1L.13)

Para 0 modo computacional, por outro lado, obtém-se

ik@mx—kitnmﬁg
O]

Essas expressdes podem ser comparadas com a solugdo verdadeira de (1.1) naformade um

n D ny 1(0)
uj =Re{-1)"U;’e (1.14)
W

componente harmonico simples, como dado no capitulo anterior,

U(x,t)=Re[U (0) €<*Y] (1.15)
onde encontra-se que a velocidade de fase do modo fisico, cl, é igua a -6/kAt, e a
velocidade de fase do modo do computacional, c2, 6/kAt. A eg. (1.12) mostra que se At —
0,0 - p, e (1.9 mostra que se Ax - 0, p- ckAt. Deste modo, entdo, Ax, At-0e cl-c,
isto € a velocidade de fase modo fisico aproxima-se da velocidade de fase da solucéo
verdadeira, no mesmo tempo em que c2- -c. Em adi¢do, 0 modo computacional, muda de
sina em todos os pontos da grade a cada passo de tempo, por causa do fator (-1)" em
(1. 14).

1.3 Esgquemade Matsuno

Agora sera utilizado o esqguema de Matsuno apresentado no capitulo anterior para

aproximar o derivada temporal em (1.3). Em primeiro lugar, os valores aproximados de

ui™™ *, serdo calculados usando o esquema adiantado, que é
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u§n+l)* _ ur_l DJn _ u?_l D

L=t 1 (1.16)
At 1 20x [

Ent&o, esses valores aproximados sdo utilizados num esquema atrasado, que é

u;1+1 _ U? o DJEZID* _ UEE:D* ]
T = —c[d 0. (1.17)
At O 2Ax O

E instrutivo eliminar valores aproximados de u (n+1)* desta equac&o, substituindo valores
dados por (1.16), com o subscrito j substituido por j+1, e entdo por j-1. Desta forma obtém-

se

"l u?, -u, 0 , u,-2u'+u’,0
L= —cO2 20+ At ———0 (1.18)
At 0O 20x [ O (24x) 0

Sem o ultimo termo, a equacdo acima representa a equacdo de diferencas finitas obtida
quando o esguema adiantado no tempo e centrado no espago € utilizado para derivar (1.3).
O terceiro termo aproxima-se de zero quando At— 0, e (1.18) &, deste modo, um esquema

consistente para a equacdo da adveccdo. Por outro lado, para um At fixo este termo se
aproxima de CZAt(azu/ axz)quando Ax - 0. Isto é, portanto, da mesma forma que a

aproximacdo de diferencas finitas para o termo de difuso de Fick, e ele tem um efeito do
amortecimento. Deste modo, 0 esquema do Matsuno ndo parece conveniente para resolver a
equacdo da adveccdo, pois impBe um amortecimento na solugcdo numeérica, que ndo é

observada na solucéo analitica.

1.4 Estabilidade

E conveniente incluir aqui, mais um exemplo do uso do método de energia para testar
estabilidade. Sendo aplicavel também para equacdes do tipo néo-linear, pode ser utilizado
para estudar o efeito de condigdes de limite em estabilidade.

Uma vasta classe de esquemas para resolver (1.3) podem ser escritos como:

n+l _ n

1 . .
u; uy = _Eu(ujﬂ _uj—l)’ (1.19)

onde
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U = cAt/ Ax (1.20)
e u] € uma funcdo linear de um nimero de valores u;‘. Por exemplo, para obter um

esguema de dois nivels ndo iterativo, escreve-se:

u; =au] +Bul™. (1.21)
Para 0 esquemaiiterativo de dois nivels;
u = uj —%p(u?+1 -uly) (1.22)
Finalmente, para 0 esquema de Adams Bashforth
u; :guj” —%u;"l. (1.23)

Para analisar a estabilidade do esquema néo-iterativo de dois niveis € conveniente primeiro

multiplicar (1.19) por u’; e somar paratodos j, obtendo:

C e I .
;uj(uj t-ul) = —Eguj(uj+1 —uy).
O lado direito desaparece se condicdes de limite ciclicas forem consideradas, |ogo:

%u’;(uj”+l -u]) =0.
Adicionando arelagdo:
1 n+ 2 n 2 —_ 1 n+ n n+; n
%5[(“1’ )= () ] = %5(“1’ L )(up - )
Substituindo (1.21), e eliminando 3 usando 3 = 1-a, obtém-se, depois algum rearranjo:
1 n+1)2 n\2 1 n+ n\?
sl ) ()] = - - )" (124

T2
Deste modo, se a > %2 tem-se um esquema do instavel; se a = ¥2 um esguema heutro e

estavel, esea < % um esguema estéavel e com amortecimento, que faz com que a “energia

1 ]
total” Y > (u;‘)2 decresga monotonicamente com o tempo.
j

1.4 Esquema de L ax-Wendr off:
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Parafinalizar esta se¢do, serd analisado o esquema que foi proposto por Lax e Wendroff
(1960) que é denominado Lax-Wendroff, ou, mais especificamente, 0 esquema de dois-
passos de Lax-Wendroff. Em contraste com os esquemas discutidos até agui, 0 esquema
Lax-Wendroff ndo pode ser construido por uma escolha independente de aproximagdes de
diferenca finitas no espago e derivada temporais da equagéo da adveccdo. Para descrever o

procedimento, foi usado a matriz mostrada na figura 1.

t
n+1 l . O
n+l
2
1 ]
n O £ O X
j-1 j-% i ifé j#1

Figura 1l Matriz espaco - tempo usada para construcéo do esquema L ax - Wendr of f

Primeiro, valores provisorios sdo calculados nos centros da matriz retangular, para pontos

denotados por sinais quadrados (¥ ). Isto é feito usando diferencas adiantadas no espaco e

no tempo, tomando médias aritméticas deu?+}/ e u;‘_}/; nos dois pontos de grade mais
2 2

proximos de U] . Portanto:

1
n+y2 _ = f,n n
Uiz 2(uj+1+uj) u —u"

Lt Ax

2
n+1/2 _ 1 n_ " (125)
Uj-v2 2(“1’ ) wew
= — J -1
o AX
2

Usando esses valores provisorios, 0 proximo passo é feito, centralizando no espaco e tempo

simultaneamente; deste modo:

n+1/2 n+1/2
j uj — _Cuj+JJ2 ~ Uy,
At AX

(1.26)
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Substituindo os valores provisorios de (1.25) dentro desta equacéo, vem que:

n+l _ n

J UT =— U?+1 B u?_l +£C2At u?*'l B 2u?2+ uj‘l
At 2/X 2 (8x)

u

(1.27)

E interessante notar que esta equacéo de diferencas finitas é muita parecida com (1.18), que
€ obtida usando um esquema simples de Matsuno centralizado com diferencas espaciais e
temporais. A Unica diferenca esta no ultimo termo. Este, novamente, se aproxima de zero
quando At - 0. Entretanto, se Ax — 0 com o At fixo, ele se aproxima para ¥z c?At (d?u/d?).
Deste modo, vé-se que isto € equivalente a uma aproximacdo em forma de diferencas finitas
do termo de difusdo de Fick, mas com um coeficiente de metade do tamanho do dado por
(1.18). Além disso, este termo € agora calculado sobre um intervalo 2Ax, e seu
amortecimento pode ser maximo. Esta espécie de dependéncia em comprimento de onda €
freglientemente considerada desgjével parao amortecimento em um esquema de diferencas
finitas. Isto é porque, como sera visto mais tarde, ha problemas sérios com célculos de
diferencas finitas para peguenos comprimentos de onda, especiamente 2Ax. Isto

freqlientemente pode ser aliviado usando um esguema dissipativo.

2. Dispersdo computacional

Como foi visto, a equacéo da adveccdo linear:

ou + c@ =0, c= constante (2.2)
ot  ox
tem uma solugdo na forma de uma componente harmoénica simples
u(x,t)=Re[U(t) €% (2.2)
fornecida por:
U =ikcU (2.3)
ot

Nesta equacéo do oscilador kc € igual afreqiénciav , e c* =v/k é avelocidade de fase das
ondas. E visto que ondas de todos os comprimentos de onda s30 propagadas com a mesma
velocidade de fase, e séo advectadas sem nenhuma mudanca na forma e com velocidade
constante c* ao longo o eixo do x. Deste modo, ndo ha disperséo.

Agora sera considerada a equacéo:
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ou, U,
+C
ot 2AX

que é obtida ao aproximar a derivada espacial em (2.1) por uma diferenca centrada. Uma

2 =0 (2.4)

equacdo deste tipo pode ser chamado “diferencial - diferenca’ (EDD), ou equacéo semi-
discreta. EquacOes deste tipo sdo utilizadas para estudar o efeito de aproximactes de
diferencas espaciais particulares nas propriedades da solu¢do numerica.
Lembrando que (2.4) tem uma solucdo na forma de componente harmdnico simples
u(t=Re[U(t) e"9™, (2.5)

Q:smkAx 9

gue comparado com (2.3) da a seguinte velocidade de fase:

fornecido por:

o+ =c> NkAx : (2.7)
KAX

Esta velocidade de fase € uma funcdo do nimero de onda k. Deste modo, a diferencial

espacial finita causa uma dispersdo das ondas, chamada efeito de dispersdo computacional.
Quando kAx aumenta, a velocidade de fase ¢c* decresce monotonicamente para c, e torna-se
zero para 0 mais curto comprimento de onda resolvivel (2Ax), quando kAx = 11, como
mostrado a seguir:

k_2_n_ 21
L NAX'

mas paraaonda 2 Ax — N=2, logo:

k=" kax —E KAX T
2AX

Deste modo, todas as ondas propagam-se em uma vel ocidade que é menor que a velocidade
de fase verdadeira c, com este efeito de desaceleracdo aumentando para valores menores do
gue o comprimento de onda. A onda chamada “onda com comprimento 2Ax”, (ODG) é

estaciondria. A razdo por que a ODG ¢é estacionaria € Obvia quando se observa afig.2. Para
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essa onda uj+1 = Uj.1 em todos os pontos de grade, e (2.4) tende a um valor de zero para
ou,
ot
Dois efeitos sdo vistos aqui: primeiro, a velocidade de adveccdo € menor que a
velocidade de adveccdo verdadeira. A consequéncia deste erro € um retardo geral do
processo de adveccdo. Segundo, a adveccdo muda com o nimero de onda, e esta falsa

dispersdo é particularmente séria para as ondas mais curtas.

u\ /N\_/

j
4\]

Figura 2 Gréfico da onda ODG , com comprimento de onda 2 Ax.

Se 0 padréo que esta sendo advectado representa uma superposicéo de mais que uma
onda, esta falsa dispersdo resultara em uma deformagdo do padréo inicial. Isto acontece
especialmente, com padroes de pequena escala na atmosfera, ex. frentes, linhas, etc... que
representa um superposicdo de muitos ondas, incluindo uma propor¢éo significante de
ondas mais curtas.

No caso da equacdo linear (2.1) foi obtida a vel ocidade de grupo cg:

_ d(ke) _
9 ok
Deste modo, a velocidade de grupo é constante e igual a velocidade de fase C. Com a EDD

c

C. (2.8)

(2.4), entretanto, (2.7) resulta em uma vel ocidade de grupo Cg*:

¢, » = 40

=C, CoskAx (2.9)

Deste modo, com kAx aumentando, a velocidade de grupo Cg* decresce monotonicamente
para Cg e torna-se igual a -Cg, para as menores ondas resolvidas (2Ax). Esses resultados

sd0 resumidos nafig.2.2
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YWelocidade
de fase ou
de grupo ©

2010 54 3  2Ax
Comprimento de onda

Figura 2.2 Velocidade de fase e de grupo, no caso da equacgéo de
adveccao linear, C e Cg, eno caso da EDD, C* e Cg*.

3. Esquemas com diferenciacdo espacial néo centrada

A derivada espacia em (2.1) pode também ser aproximada usando uma diferencia “néo
centrada’. Isto pode ser feito usando valores em dois pontos para esta aproximagdo, este
método € atrativo por razdes fisicas, tendo um destes pontos como o ponto central e o
segundo localizado no lado de que o fluido estd sendo advectado, na direcdo do
escoamento. Portanto, aproximando (2. 1) por

ou, U -u,

+C =0, arac>0 (3.14
ot AX P (3-1a)
ou, u, -Uu,
+C =0. parac<0 (3.1b)
ot AX

Essas equagdes sdo, outra vez, EDDs. A equacdo (3.1a) emprega o esquema atrasado e a
equacdo (3.Ib) o esquema adiantado para aproximar a derivada espacial. Entretanto, em
ambos casos as diferencas sdo calculadas no lado em que a velocidade de adveccéo escoa,
logo, essas diferencas sdo chamadas diferengas corrente acima (up). Calculado no lado

contrario as diferencas podem ser chamadas diferencas corrente abaixo (down).
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As equagoes (3.1) podem ser utilizadas para construir esquemas para a equagéo de
adveccdo, se aproximar a derivada temporal por um dos muitos métodos possiveis. O
resultado dos esquemas, no entanto, s&o unicamente, de uma ordem de precisdo. Entretanto,
eles tém uma vantagem particular, sobre esguemas centralizados no espaco, quando
aplicados a advecgao de um disturbio parecido ao um considerado na se¢do precedente. Isto
€, com diferencas corrente acima, o distarbio ndo propaga na diregdo contraria a adveccao
fisica

Se, especificamente, uma diferenca adiantada € utilizada para a derivada temporal em

(3.1), obtém-se, parac > 0:

ut-ul o ul-uly
+C =0 (3.29)
At AX
t l . x-ct =,const
Donhinio de influEncia it
com dif.|centrada

S
Nl
4 |

Figura 3.1 Dominio de influéncia em pontos de grade, para o esquema (3.2a) com diferenciacdo
corrente acima (up), corrente abaixo (down) e centrada, e para a solucdo ver dadeir a.

A vantagem que é acancada, a0 menos em principio, quando se usa uma diferencial
corrente acima comparada com uma diferenca centrada ou uma diferencia corrente abaixo,
pode ser ilustrada considerando o “dominio de influéncia’ de um ponto de grade em
diferentes esquemas.

Pode se considerar o caso de c>0. No caso da solugdo verdadeira, o valor no ponto de
grade propaga a caracteristica x- ct = a, (a € uma constante qualquer) por uma linha. A fig.
3.1 mostra um ponto de grade marcado por um circulo com a linha caracteristica associada
passando através dele. Com a diferencial corrente acima em (3. 2a), o valor nagquele ponto

de grade pode influenciar os valores em pontos dentro do dominio (marcado por linhas
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verticais). A figura também mostra os “dominios de influéncid’ com aproximacdes
centradas e corrente abaixo. Dos trés dominios de influéncia, o dado pela diferenciacéo
corrente acima €, claramente, a melhor aproximagdo para a linha de caracteristica que
representa o dominio de influéncia da solucéo verdadeira.

Esta discussdo sugere construir um esguema para (2.1) tracando as caracteristicas

através do ponto (jAX, (n+1)At) paraintersectar o prévio nivel detempot = nAt e calcular o

. ~ . ~ ~ n+l
valor de u* no ponto de interseccdo por interpolagdo, colocando entdo, u; =u*.
Escolhendo um procedimento de interpolacéo linear, que empregado em dois pontos

vizinhos no tempo nAt, obtém-se:

n

PP B = Ui (AX — cAt) 3.2
"=, . : (3.2)

J

Para analisar as propriedades de esguemas que podem ser obtidos de (3.1a) sera
considerada a solucdo do andlitica desta EDD. Para peguenos valores de At pode se
aproximar da solugdo obtida de diferentes esquemas. Introduzindo o tempo néo-

dimensional T como: T = ct/Ax A equacdo (3.1a) pode entdo ser escrita como

du (T
#+uj(I)—uj_l(T) =0. (3.3)
A solucédo desta equacdo é afuncéo freqliéncia de Poisson:
Oe 't .
u, (1) = H,J >0 (3.49)
u,(1)={0,j<0 (3.4b)

e pode ser verificada por substituicdo. Aqui p &, outra vez, um inteiro arbitrario, isto €, ja
considerando o fato, que alocalizac&o do ponto j = 0 é arbitrério.
Formando uma solucéo mais genera gue (3.4), como uma combinagdo linear de todas

as solugdes possiveis, que é

j e_r-[ j_p
u,(t)= Yap—. , (3.5)
S e (i)
onde ap sdo constantes arbitrarias. Substituindo t = 0 dentro de (3.5) obtém-se:
u j(O):Gj (3-6)
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Deste modo, as constantes ap podem, novamente, serem escol hidas a fim de que satisfagam
as condigdes iniciais u; = u;(0), e (3.5) represente a solugdo geral de (3.3), ou (3.1a).
Considerando o aspecto da solucdo simples (3.4), e os limites da somatériaem (3.5), vé-se
que em geral, o valor uj(t) no ponto j pode ser considerado como um resultado da
superposicao do efeito dos valores iniciais no ponto e dos valores iniciais em todos 0s

pontos localizados acima dele.

4. Esquemas com difer enciacao espacial centrada de 42 ordem

A maior parte das dificuldades que foram discutidas nesse capitulo, em particular, o erro
na velocidade de fase e a dispersdo computacional, sdo devido as aproximagdes usando
diferenciaco espacial. Uma possibilidade € aplicar aproximagdes de ordem de preciséo
mais alta. Inicialmente sera construida uma aproximacéo de ordem 4. Quando o valor
aproximado de u;, é expandido em uma série de Taylor em torno do ponto central, e
substituido dentro de um quociente de diferengas finitas, é obtido:

Upa “Ups _OU, 10°u
2% ox 3 ox°

Deste modo, este quociente € de segunda ordem de precisdo. Ele é formado tomando as

(8x)* +0[(8%)"]. (4.1)

diferencas de valores de u, em pontos a uma grade de distancia do ponto central.

Similarmente, 0 quociente pode ser formado tomando diferencas de valores de dois pontos
de grade, substituindo Ax em (4.1) por 2AX,

—uj+2 ~ uj—2 = @ +i 0°u

4/X ox 3 ox°

Este quociente é considerado de segunda ordem de precisdo, mas com coeficientes maiores.

(AX)? +0[(Ax)]. (4.2)

Outras aproximacOes consistentes para du/ox pode ser formado como combinacdo linear
dos quocientes (4.1) e (4.2). A combinagdo para os termos de segunda ordem no
truncamento de erros de (4.1) e (4.2) é particularmente importante. Isto é:
AU “U, 11U, m UG,
3 2Ax 3 4Ax

e representam uma aproximagado de quarta ordem de preciso para a aproximacao de du/ox.

= % LO[()°], 43
X
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Analisando o efeito da velocidade de fase usando a aproximagéo (4.3) para a derivada
espacial da equacdo de adveccdo. Substituindo a derivada espacia em (2.1) por (4.3)
obtém-sea EDD

%+CD4 Ujyy —Uj, _E U, ~Uj, D:
ot E@ 20X 3  4Ax

(4.4)

Como na se¢do 2, foi investigado o aspecto de uma solucéo experimental na forma de

um componente harmonico simples

ui(t) = Re [U(t) €94 (4.41)
com diferenciacdo espacial de segunda ordem, é obtida a velocidade de fase
c*=c2 NkAX (4.42)
KAX

Agora, do mesmo modo, com uma diferenciacéo de quarta ordem encontra-se a velocidade

defase

C**:

sinkAx _1s n2kAx§

(4.5)
kAX 3 2kAX

Comparando esses dois resultados vé-se que para a diferencial de segunda ordem, obtém-se

por expansdo de séries, para pequenos valores de k:

cr = CQ—%(kAx)Z +§ (45.1)

E por outro lado, para esquema de quarta ordem:

C** = c@—%(kAx)“ +§ (45.2)

Deste modo, ainda que o efeito desacelerado esteja presente, o erro da velocidade de fase é
muito reduzido para pequenos valores de k. Essas velocidades de fase sdo mostradas nafig.
4.1 como funcdo de kAx, para todos valores admissiveis de k. A figura ilustra o aumento
significativo na precisdo da velocidade de fase para ondas de grande e média escala
Entretanto, quando a onda se aproxima de 2Ax, o aumento em velocidade de fase obtido

pelo método de quarta ordem diminui, até, finalmente tornar-se estacionario.
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Figura 4.1 Velocidade de fase da equacéo da adveccédo linear, c, e - para
EDD de segunda ordem (c*) e quarta ordem (c**).

5. Equacéao de adveccédo em duas dimensdes

Sera considerado agora, a equacdo de adveccdo linear em duas dimensdes:
ou ou ou
— *+C,—+C,— =0, Cx,Cy = constante (5.1)
ot ()4 oy
onde u =u (X, y, t) €umafuncdo de duas varidveis espaciais, e Cx, Cy sdo as componentes

da velocidade de adveccdo. Deste modo, a velocidade de adveccéo € dada por

c=,/C? +C; (5.2)

Agora sera testada a estabilidade dos esgquemas para a solucéo numérica de (5.1) pelo
mesmo procedimento adotado na secdo 1. Deste modo, as derivadas espaciais sS40

aproximadas por:

EU-- - _C Uiy ~ Uiy, -C Ui Ui (5.3)
ot " 20X Y 20y

Aqui, como é usual para problemas de duas dimensdes, muda-se o subscrito, denotando os
pontos de grade ao longo eixo do X, de modo que as coordenadas dos pontos de grade, séo
agora x = iAx, y = jAy, e os valores aproximados u(iAx, jAy) sdo denotados por u;j. Como
uma solucdo experimental de (5.3) substitui-se
_ i(kjAx+l;0y)
u, = Rele ] (5.4)

dando a equagéo de oscilacéo
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du _ .0

=
dt

C, c
(i) - sen(my)@J (55)

Se 0 esguema do leapfrog € utilizado para a derivada temporal, obtém-se, como o
critério de estabilidade

<1 (5.6)

%%(MX)+Z_;w(|Ay)@At

Essa desigualdade deve ser satisfeita para todos valores admissiveis dos nimeros de onda k
el.

Por simplicidade, seréo considerados somente os casos onde Ax = Ay = d*; sendo d* o
tamanho da grade. No plano do nimero de onda, que é um diagrama com coordenadask el,
0s numeros de onda admissiveis sdo contidos dentro da regido quadrada mostrada na fig.
5.1 A regido com o maximo vaor do lado esquerdo de (5. 6) € obtido no centro do

quadrado, marcada por um circulo. A onda representada por aguele ponto, tem

comprimentos de onda 4d* em ambas as diregdes x e y de modo que:

sen(kAx) = sen(lAy) =1.

] sp

Figura 5.1Regido admissivel de n® de onda para uma grade quadrada
de 2dim., com comprimento Ax= Ay = d*.

Para um dado valor da velocidade de adveccéo o lado esquerdo de (5.6) tem um valor

de méximo neste ponto se a velocidade de advecgdo fizer um angulo de 174 com o eixo do

2
X. Neste caso Cx = Cy = gc. Deste modo é obtido o critério de estabilidade.

\/Ec% <1 (5.7)
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Portanto, no caso de duas dimensdes escolhe-se um passo de tempo que é V2 menor

gue o permitido no caso unidimensional.

6. ErrodeAliasing el nstabilidade n&o linear

Outra generalizacdo da equacdo de adveccao unidimensional é considerar a equacéo de
adveccdo ndo linear:

R 63
sendo, u = u (X,t).

Shuman (1974) chamou (6.1) a equagéo de choque. Sua solucéo gera (p.ex., Platzman,

1964) &
u = f(x-ut),
como pode prontamente ser verificado. Aqui f € umafuncdo arbitréria.

Aqui sera considerado unicamente o efeito da multiplicacdo em (6.1). Quando feito por
diferencas finitas, isto resulta em um erro relacionado a inabilidade da grade de resolver
comprimentos de onda mais curtos que 2AXx, isto é numeros de onda maiores que
Kmax = TVAx. Deste modo, considera-se uma funcdo u(x) que pode ser representada por

valores em ponto de grade, por exemplo

u=sinKkx, (6.2)
sendo k < kmax. Entretanto, substituindo (6.2) dentro o termo do ndo-linear de (6.1) tém-se
u? = ksinkx coskx = % ksin2kx (6.2.1)
X

Se 0 numero de onda em (6.2) esta no intervalo % Kmax < K < Kmax, O termo nédo-linear pode
gerar um numero de onda que esta além do acance que pode ser resolvido pela grade;
portanto, isso ndo pode ser propriamente reproduzido em um célculo de diferengas finitas.
Para analisar 0 que acontece nessa situacdo, considere um onda com Kk > k. Por exemplo,
L = 4Ax /3. A onda com esse comprimento de onda esta mostrado pela linha azul na fig.

6.1. Conhecendo unicamente os valores nos pontos de grade néo se € capaz de distinguir
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este onda da mostrada pela linha vermelha. Deste modo, com a convengdo adotada, assume-

se que as ondas apresentam um erro. Isto € chamado erro do “aliasing”

Figura 6.1 Onda de comprimento de onda 4Ax/3 (azul), mal representada por uma grade
de dif. finitas com uma onda de comprimento de onda 4Ax (ver melha).

Em um mais caso gera, supde-se que a funcdo u consiste de um numero de
componentes harménicos
u=>u, (6.2.2)

O termo ndo linear contém produtos de harménicos de diferentes comprimentos de onda
diferentes, tais como:

sen(kix)* sen(kox). (6.2.3)
Entretanto

sen(k,x) sen(k,x) = %[(:os(k1 —k, )x —cogk, +k2)x] . (6.24)

Deste modo, mesmo que um calculo de diferencas finitas sgja iniciado com ondas com
K < Kmax, @ravés de um processo de interagdo ndo linear, ondas podem ser formadas com
k > kmax € assim, uma ma representacao das ondas pode ocorrer.
Em gerdl, escreve-se:
sen(kx) = sen [2 Kmax -(2 Kmax -K)X]. (6.2.5)

Substituindo aqui kmax = TVAX e usando aformula do seno da diferenca, obtém-se:

sen(kx) = senz—nxcoa%[— k§< - cosyxsen%n— k§< (6.2.6)
AX X AX X

Entretanto, nos pontos de grade x = jAx e

sen%@mx )

X (6.2.7)
co%gmx =1

X
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Encontra-se
sen(kjAx) = -sen [2 Kmax (2 Kmax -K) JAX]. (6.3)
Desta forma, vé-se que conhecendo unicamente os valores do ponto de grade, ndo se pode
distinguir os nimeros de onda k dos 2 kmax-K. Deste modo, se k > kinax Usando a convencao
mencionada anteriormente, pode-se dizer gue o nimero de ondak é mal representado como
0 nimero de onda:
K* = 2 Kmax K. (6.4)
Daqui, como mostrado na fig.6.2, a onda resultante tem um nimero de onda k*, que é
menor que Kmax por uma quantia igual a-k. Pode-se pensar que o nimero de onda k* como
sendo uma imagem obtida pela reflexéo de k através o ki dentro do dominio de valores

admissiveis de nimeros de onda.

Figura 6.2 M arepresentacéo do n° de onda k > kmax, de acordo com (6.4).

Um exemplo que pode ser considerado € o caso L = 4Ax/3, ilustrado nafigura 6.1.
Quando k= 3 17 2AX, e (6.4) da k* = TAX como o nimero de onda visto na grade de
diferenca finita. Ou segja € a mesma onda, de comprimento de onda 4Ax, como vista na

figura
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Exercicios:

O exercicio resolvido no “excel” apresenta a resolugdo da equacdo da adveccéo

utilizando:
equacdo 1.18.
n+l n n n n n n
u-up _Cuj+1 —u, + AL uj,, —2u; :uj_z
At 24X (2Ax)
equacao 3.2a
n+l n n n
I N B
At AX
equacao 3.2
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n n

u™t =ul +ﬁ(Ax—cAt)
B AX '

J I~

A equacdo a ser resolvidafoi:
Ju adu
— 4+ C_ =
ot  ox

Exercicio proposto:
Resolver a equagdo da adveccdo em 2 dimensdes utilizando um dos esguemas
propostos.
A equacdo a ser resolvida ser&
ou ou ou
—+Cc, —+C — =
ot ox oy
Considere Cx = Cy =1 e Ax = Ay =10, eu = 10m/s

0
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