Capitulo 4

Equacéo da difusdo

Nesse capitulo, sera apresentada a resolugdo numeérica da equacéo da difusdo através

de diferencas finitas.

1. Equacédo da difuséo e fluxo em escala subgrade

A equacdo da difusdo pode ser expressa como o produto de um “coeficiente de troca”
e do gradiente de uma varidvel dependente apropriada. Essa relagdo pode ser escrita

Ccomo:

a_(pziKa_(pz |T _(ﬂ _K (p+l_ q) p_ Tlcﬁ (41)

ot 0z 0z At i+ (A2)? - (A2)?

onde Az = z(i+1) — z(i) = z(i) — z(i-1) e @ representam qualquer uma das varidveis
dependentes.
Para estudar a estabilidade linear deste esquema, o “coeficiente de troca’ € assumido

constante (Ki+12 = Ki.12 = K), e (4.1) é escrita como:

T+1 At

o =g +K@(¢ﬂ -2p+ 1p) (4.2)

A solucéo exata da equacdo de difusdo (o lado esgquerdo de 4.1) com o K igual auma

R [ B () : .
constante, i.e., E = E pode ser determinado se for assumido

(_P: %ei(kz—wt) — (Be—qtei(krz+mrt)

onde ndo é permitido amortecimento na direcdo z (i.e, ki = 0). Substituindo esta

expressao dentro da equacdo de difusdo linearizada e smplificando, tém-se:

iy — ) =-K K2
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sendo que, o subscrito r em k do ser eliminado para smplificar a notagéo. Igualando a
parte real e imaginéria, tém-se que w = 0, de modo que a solucdo exata pode ser escrita

como:

—KKk?t ~ikz
e

o= qe

Expressando as variaveis dependentes como fungdo da freqiéncia e do nimero de

onda, (4.2) pode ser rescrita como:
W1+ y(W; - 2+ W) = 1+2 y(cos (k) Az -1)

ondey = K At/(Az)* e W1 + W1 =2 cos (k) Az. O pardmetro y ndo-dimensional é chamado

numero do Fourier. Igualando a parte real e imaginéria tém-se:
A cos(wy)At = 1 + 2A(cos (k) Az-1),

A sen(w)At=0
Desde que, sen(wy)At pode ser identicamente igual a zero, wAt e, deste modo a
velocidade de fase também sdo iguais a zero. Deste modo, a solucéo para 4.2 ndo se
propaga como onda, mas pode amplificar ou decair no local. Desde que, cos(wy)At=1, a

_y(2T[)2
=e " erescritacomo:

parte real pode ser dividida em soluggo analitica, A, = g KK

A 1+2y(coskAz -1)
A _vem?

a 2

e n

sendo n 0 nimero de pontos de grade por comprimento de onda. Para ondas muito longas
Aa=1eA=1(n - ), desde que cos(k)Az = cos(2172)Az =1, e, portanto, nenhum
amortecimento ou amplificacdo ocorre. Para ondas mais curtas, que podem ser resolvidas
(L=2Az; n=2),

A=1-4y.

Para assegurar que a grandeza de A é menor gue unidade e, portanto, computacionalmente
estavel, 4y deve ser menor ou igual a2 ou

y<1/2
A condicdo y = 1/2, todavia, causas mudangas no A entre +1 e —1 para cada aplicagcdo de
(4.2), mas a solucdo analitica é A\, = e > = 0.00005. Esta resposta ndo realista de aspectos

de comprimento de onda 2Az podem causar problemas computacionais em model os néo-
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lineares. Para eliminar ondas de comprimento 2 Az de cada aplicagdo de (4.2), A pode ser
definido como zero para cada onda 2 Az resultante em A=1/4. Deste modo, a

padroni zag&o requerida nesse esquema
y=K At/(AX)? < 1/4

com aexpectativaquey =% minimize a presenca de ondas 2 Az.

Até este ponto, a aproximagdo dos termos advectivos e de fluxos de escala subgrade

tém sempre sido definidos no passo de tempo corrente (i.e., @' ). A variavel dependente

prevista @' **somente entra no termo de tendéncia. Tais esquemas sdo referidos como

explicitos e podem ser escritos, em geral como:
(pr+1 — f ( EI:)T

onde a fungdo f, pode incluir derivadas espaciais de ', assm como a sua propria

variacdo. O (~)indica que ¢ ** foi especificado em um ponto, e pode ser dependente de
valoresde ¢ em outros pontos de grade.

Em contraste, um esguema implicito usa informagdo do passo do tempo de futuro,
assim como valores presentes. Para este caso

o= f r+1’~¢)%

Em general 0 uso de uma representacéo implicita permite maiores passos de tempo que a
forma explicita, sem causar instabilidade linear. Umaformaimplicita do lado esquerdo da

equacdo (4.1) paraavariavel Az pode ser escritacomo (e.g., Paegle et al., 1976):

¢ Bd.md)Ru(¢i-¢7) O
¢r-¢_1q " NG = 43)
o bz B.(9 -~ ¢)+ Ru(9" - qii)g |

1
g "~ i :

sendo BT +B t+1 = 1, AZj = Zj+1y2 - Zj-12, AZj+1 =Zw1—Zj€ AZJ'-]_ =Z—Z. Nota-se que
quando 3¢ +1 = 0 e Az:1 = Az.1 = Az, 0 esquema retorna para 0 esquema explicito dado

pelo lado direito de (4.1). Lineariza-se (4.3) fazendo K j+12 € K j.12 iguais a uma constante,
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usando uma grade constante de intervalo Az, e representando a variavel dependente em

termos de niUmero de onda e frequiéncia resultando em:
=14y B (W 2+ L) + B U 20 + L))
sendo que, com o esquema explicito, y= K At/(Az)? . Desde que:
W =giy, e Wl =iy,
W =1+vB (W -2+ ) + VR W -2 + )
ou

_ 1+ VB[ (w: - v, -2)] _ 1+2yB, (coskaz -1)
1- VBT+1[( g, -, _2)] 1-2yB., (COSkAZ _1)

L|Jl

Valores da razéo de aproximacdo computacional pelo amortecimento analitico A/A,
s80 apresentados na tabela 4.1 como uma fungdo do comprimento de onda e ;. As
solucdes tornam-se mais precisas quando y torna-se menor, e a representacéo implicitada
resultados razoaveis para grandes comprimentos de onda, até mesmo quando a forma

explicita é linearmente instavel paratodas as escalas espaciais.
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Esquema | Comprimento y
de onda
adiantado no tempo 01 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
centrado no espaco
Explicito 20Nz 1610 1.440 -3.863 -31.094 <-100
4Nz 1.024 0983 0.839 0.537 0.0
B.=1 A >1 paraondas 2 Ax
10Az 1.001 0.999 0997 0.992 0.986
20Az 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999
Implicito 207 1.725 2554 2272 -4.202 -34.761 <-100 <-100 <-100 <-100 <-100
4Nz 1.038 1.053 1.030 0952 0.792 0517 0.079 -0.584 -1.555 -2.948
b 10Az 1.001 1.001 1.001 1000 0998 099% 0.992 0.983 0.982 0.975
20Az 1.000 1,000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.999
2Az 1789 3.085 4.829 5.758 0.00 -3391 <-100 <-100 <-100 <-100
4Az 1047 1.092 1129 1150 1.145 1.099 0.993 0.800 0.485 1.008
Pr0s 10Az 1001 1.003 1004 1005 1.006 1.007 1007 1.008 1.008 1.001
20Az 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.001 1.001 1.001
20z 1.845 3507 6.718 12711 2317 3897 5411 3316 <100 <100
4A7 1055 1126 1211 1307 1414 1529 1648 1.766 1875 1.965
P03 10Az 1.002 1.004 1006 1009 1013 1017 1021 1026 1.031 1.037
20Az 1.000 1.000 1.000 1.001 1001 1001 1001 1.002 1.002 1.003
2A7z 1916 3999 8779 1993 4635 >100 >100 >100 >100 >100
4Nz 1.067 1.170 1.310 1491 1.717 1998 2344 2769 3.290 3.931
P 10Az 1002 1.005 1010 1016 1.023 1.031 1040 1.050 1.062 1.074
20Az 1.000 1.000 1001 1001 1.002 1.002 1.003 1.004 1.004 1.005

Tabela 4.1 : valores darazéo computacional do amortecimento analitico em fungéo do comprimento de onda para
diferentes formas de aproximacao adiantado no tempo e centrada no espaco, para a equacdo de difusdo.
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